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Esercizio Dimostrare che il portafoglio di minimo rischio per tre
titoli a1, a2, a3 la cui matrice di covarianza e` C =

1 12 1
1
2 2 1
1 1 3

e` W = (
4
5
,
4
15
, − 1
15
)
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L(x, y, z;m) = x2 + xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
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L(x, y, z;m) = x2 + xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
Lx(x, y, z;m) = 0
Ly(x, y, z;m) = 0
Lz(x, y, z;m) = 0
x+ y + z = 1
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L(x, y, z;m) = x2 + xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
Lx(x, y, z;m) = 0
Ly(x, y, z;m) = 0
Lz(x, y, z;m) = 0
x+ y + z = 1
=⇒

2x+ y + 2z = m
x+ 4y + 2z = m
2x+ 2y + 6z = m
x+ y + z = 1
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L(x, y, z;m) = x2 + xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
Lx(x, y, z;m) = 0
Ly(x, y, z;m) = 0
Lz(x, y, z;m) = 0
x+ y + z = 1
=⇒

2x+ y + 2z = m
x+ 4y + 2z = m
2x+ 2y + 6z = m
x+ y + z = 1

x =
6m
13
y =
2m
13
z = −m
26
x+ y + z = 1
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L(x, y, z;m) = x2 + xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
Lx(x, y, z;m) = 0
Ly(x, y, z;m) = 0
Lz(x, y, z;m) = 0
x+ y + z = 1
=⇒

2x+ y + 2z = m
x+ 4y + 2z = m
2x+ 2y + 6z = m
x+ y + z = 1

x =
6m
13
y =
2m
13
z = −m
26
x+ y + z = 1
15m
26
= 1
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Esercizio Dimostrare che il portafoglio di minimo rischio per tre
titoli a1, a2, a3 la cui matrice di covarianza e` C =

1 1 1
1 2 1
1 1 3

e` W = (1, 0, 0)
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L(x, y, z,m) = x2 + 2xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
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L(x, y, z,m) = x2 + 2xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
2x+ 2y + 2z = m
2x+ 4y + 2z = m
2x+ 2y + 6z = m
x+ y + z = 1
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L(x, y, z,m) = x2 + 2xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
2x+ 2y + 2z = m
2x+ 4y + 2z = m
2x+ 2y + 6z = m
x+ y + z = 1
=⇒

x =
m
2
y = 0
z = 0
m
2
= 1
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Esercizio Dimostrare che il portafoglio di minimo rischio per tre
titoli a1, a2, a3 la cui matrice di covarianza e` C =

2 1 −14
1 1 1
−14 1 3

e` W = (0, 1, 0)
7/35 Pi?
22333ML232
Esercizio Dimostrare che il portafoglio di minimo rischio per tre
titoli a1, a2, a3 la cui matrice di covarianza e` C =

1 12 −14
1
2 1
1
2
−14 12 1

e` W = (
2
3
, −1
3
,
2
3
)
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Osservazione
Che cosa succede se la matrice di Covarianza e` diagonale, vale a dire
se i rendimenti dei titoli sono fra loro indipendenti?
Studiamo il caso con tre titoli in cui il rischio e` dato da
σ2 = c11w
2
1 + c22w
2
2 + c33w
2
3
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Osservazione
Che cosa succede se la matrice di Covarianza e` diagonale, vale a dire
se i rendimenti dei titoli sono fra loro indipendenti?
Studiamo il caso con tre titoli in cui il rischio e` dato da
σ2 = c11w
2
1 + c22w
2
2 + c33w
2
3
Il punto di minimo rischio si ottiene come sempre risolvendo il sistema
di Lagrange generato dal funzionale
L(w1, w2, w3;m) = c11w
2
1 + c22w
2
2 + c33w
2
3 −m (w1 + w2 + w3 − 1)
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quindi il sistema lagrangiano e`
2c11w1 = m
2c22w2 = m
2c33w3 = m
w1 + w2 + w3 = 1
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quindi il sistema lagrangiano e`

2c11w1 = m
2c22w2 = m
2c33w3 = m
w1 + w2 + w3 = 1

w1 =
c22c33
c11c22 + c22c33 + c11c33
w2 =
c11c33
c11c22 + c22c33 + c11c33
w3 =
c11c22
c11c22 + c22c33 + c11c33
m =
2c11c22c33
c11c22 + c22c33 + c11c33
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Il “proiettile” di Markowitz
Vediamo in modo qualitativo che relazioni ci sono fra le possibili scelte
del vettore dei pesi W = (w1 · · ·wn) e i corrispondenti punti rischio-
rendimento (σ, µ) definiti dalle formule (ri) e (re). Siccome la somma
dei pesi dei titoli uguaglia 1 il vettore dei pesi W giace nell’iperpiano
di equazione
w1 + · · ·+ wn = 1
Consideriamo la funzione f che manda ogni vettore W dell’iperpiano
dei pesi nella coppia (σ, µ) rischio-rendimento atteso del portafoglio
corrispondente, con σ e µ definite da (ri) e da (re)
f(w1, . . . , wn) = (σ, µ)
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Regione dello spazio (σ, µ) al variare di W nell’iperpiano dei pesi
2. Portfolio Management and the Capital Asset Pricing Model 53
Note that  is the variance of . It can be shown, although we ~ 9Á 

will not do it here, that the matrix  is  (that is, ) and* * ~ *symmetric !
positive semidefinite, which means that for any matrix ( ~ ² ÁÃ Á  ³ 
we have . We shall also assume that  is invertible, which in(*(   *!
this case implies that  is , that is, for any matrix* positive definite
( ~ ² ÁÃ Á  ³ (*(    ! we have .
The expected return can now be written as a matrix product
  ~ 4> ~ $ bÄb $!    
and the risk can be written as
 !    Á  
Á~

~ ²$ 9 bÄb$ 9 ³ ~  $ $ ~ >*>Var 
The Markowitz Bullet
Let us examine the relationship between the weights > ~ ²$ ÁÃ Á$ ³ 
of a portfolio and the corresponding risk-expected return point  for² Á ³ 
that portfolio, given by the equations above. Note that we are now
referring to risk in the form of the standard deviation .
Figure 5 describes the situation is some detail for a portfolio with three
assets and this will provide some geometric intuition for the multi-asset
case in general. (We will define the terms  andMarkowitz bullet
Markowitz efficient frontier a bit later.)
P
V
VminP
VP Markowitz
bullet
Markowitz efficient
frontier
1
w1
w2
w3
1
1
w1+w2+w3=1
(w1,w2,w3)
f
VminPmin
Figure 5: The Markowitz bullet
The left-hand portion of Figure 5 shows the -dimensional space in
which the weight vectors  reside. (In Figure 5 we have²$ ÁÃ Á$ ³ 
 ~   of course.) Since the sum of the weights must equal , the weight
La regione di Markovitz e` il luogo di punti del piano (σ, µ) delimitati dalla curva
(σ, µ) = (
√
a+ bµ+ cµ2, µ)
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Riportiamo una simulazione numerica, ottenuta con Mathematica® della regione
rischio-rendimento fatta per un portafoglio di tre titoli nel caso in cui
c11 = 1, c12 = c21 = 0, c13 = c31 = 1, c22 = 2, c23 = c32 = 1, c33 = 3
µ1 = 0, 8, µ2 = 1, µ3 = 0, 3
di conseguenza abbiamo
f(w1, w2, w3) =
(√
w21 + 2w1w3 + 2w
2
2 + 3w
2
3 + 2w2w3,
4
5
w1 + w2 +
3
10
w3
)
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Figura 1: Regione rischio-rendimento
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Cerchiamo di capire in quale modo la funzione f(w1, . . . , wn) trasformi
le rette nello spazio n-dimensionale. Anche in un numero arbitrario
di dimensioni una retta e` la congiungente di due punti, dunque pren-
diamo due punti A = (a1, . . . , an), B = (b1, . . . , bn). Il segmento che
congiunge A e B ha equazione parametrica al variare di s ∈ R
r(s) = sA+ (1− s)B = (b1 + s(a1 − b1), . . . , bn + s(an − bn))
Quando 0 ≤ s ≤ 1 ci troviamo all’interno del segmento di estremi
A, B, mentre per t < 0 o per t > 1 all’esterno del segmento. In ogni
caso le equazioni parametriche di una retta nello spazio a n dimensioni
hanno la forma
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
x1 = b1 + s(a1 − b1)
x2 = b2 + s(a2 − b2)
. . .
xi = bi + s(ai − bi)
. . .
xn = bn + s(an − bn)
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Ora il rendimento atteso di punti che si trovano sulla retta di equazione
r(s) = B + s(A−B) e`
µ = M · (B + s(A−B))t (1)
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Ora il rendimento atteso di punti che si trovano sulla retta di equazione
r(s) = B + s(A−B) e`
µ = M · (B + s(A−B))t (1)
Ricaviamo da (1) il valore del parametro s associato al livello di
rendimento fissato µ:
s =
µ−M ·Bt
M · (A−B)t
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Ora il rendimento atteso di punti che si trovano sulla retta di equazione
r(s) = B + s(A−B) e`
µ = M · (B + s(A−B))t (1)
Ricaviamo da (1) il valore del parametro s associato al livello di
rendimento fissato µ:
s =
µ−M ·Bt
M · (A−B)t
osserviamo che quella appena scritta e` una frazione numerica, in
quanto sia a numeratore che a denominatore i prodotti matriciali sono
fatti fra matrici riga e matrici colonna di dimensione n che generano
numeri reali.
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Il valore s del parametro associato ad un determinato livello µ di
rendimento si scrive come
s = αµ+ β
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Il valore s del parametro associato ad un determinato livello µ di
rendimento si scrive come
s = αµ+ β
scegliendo in modo opportuno i numeri α e β:
α =
1
M · (A−B)t , β = −
M ·Bt
M · (A−B)t
Naturalmente dovremo scegliere rette per cui M · (A−B)t 6= 0.
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La varianza calcolata sulla retta di equazione r(s) = B + s(A−B) e`
σ2 = r(s) · C · r(s)t
= B · C ·Bt + s (B · C · (A−B)t + (A−B) · C ·Bt)+ s2(A−B) · C · (A−B)t
= γ(αµ+ β)2 + δ(αµ+ β) + ε
Abbiamo introdotto γ, δ, ε per alleggerire la notazione e per sottolineare quello che
effettivamente ci interessa, vale a dire che l’espressione che porge σ2 e` un polinomio
di secondo grado in µ.
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La varianza calcolata sulla retta di equazione r(s) = B + s(A−B) e`
σ2 = r(s) · C · r(s)t
= B · C ·Bt + s (B · C · (A−B)t + (A−B) · C ·Bt)+ s2(A−B) · C · (A−B)t
= γ(αµ+ β)2 + δ(αµ+ β) + ε
Abbiamo introdotto γ, δ, ε per alleggerire la notazione e per sottolineare quello che
effettivamente ci interessa, vale a dire che l’espressione che porge σ2 e` un polinomio
di secondo grado in µ.
Quindi ogni retta r(s) viene trasformata nel piano rischio-rendimento (σ, µ) in una
parabola. Siccome poi passando a σ si estrae radice quadrata, il tipo di curva che si
ottiene, che chiameremo curva di Markowitz, viene ad assumere la forma allungata
del proiettile.
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La frontiera efficiente di Markowitz
L’insieme dei punti (σmin, µ) che fornisce il minimo rischio per ogni
rendimento atteso µ viene detto frontiera efficiente di Markowitz.
Sebbene la formula che andiamo a presentare sia un po’ complicata la
cosa interessando da sottolineare e` che i pesi corrispondenti al minimo
rischio sono funzioni di primo grado del rendimento atteso. Quindi al
variare del rendimento atteso µ sulla retta reale i pesi descrivono una
retta che giace sull’iperpiano dei pesi. Poi le rette nell’iperpiano dei
pesi sono trasformate dalla funzione f(w1, . . . , wn) = (σ, µ) in curve
di Markowitz.
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Esempio Determinare l’equazione della frontiera efficiente di un por-
tafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con valori attesi rispettivamente 2, 1 e
3, la cui matrice di covarianza e` C =

1 0 1
0 2 1
1 1 3

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Esempio Determinare l’equazione della frontiera efficiente di un por-
tafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con valori attesi rispettivamente 2, 1 e
3, la cui matrice di covarianza e` C =

1 0 1
0 2 1
1 1 3

Possiamo o applicare la formula (σmin) o risolvere il problema con il
metodo dei moltiplicatori. Per semplicita` di scrittura pongo W =
(x y z) vettore riga con x+ y + z = 1 e quindi
σ2 = W · C ·W t = x2 + 2y2 + 3z2 + 2xz + 2yz
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Il problema si risolve minimizzando σ2 con i due vincoli
x+ y + z = 1 2x+ y + 3z = µ
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Il problema si risolve minimizzando σ2 con i due vincoli
x+ y + z = 1 2x+ y + 3z = µ
la cui Lagrangiana e`
L(x, y, z;m,n) = x2 + 2y2 + 3z2 + 2xz+ 2yz−m(x+ y+ z− 1)−n(2x+ y+ 3z−µ)
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Le condizioni di ottimalita` sono
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2x+ 2y + 6z = m+ 3n
x+ y + z = 1
2x+ y + 3z = µ
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Mi concentro sulle prime tre equazioni. Alla terza sottraggo la prima
ottenendo 
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2y + 4z = n
(A)
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Mi concentro sulle prime tre equazioni. Alla terza sottraggo la prima
ottenendo 
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2y + 4z = n
(A)
Isolo il sottosistema in y e z della seconda e terza equazione
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Mi concentro sulle prime tre equazioni. Alla terza sottraggo la prima
ottenendo 
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2y + 4z = n
(A)
Isolo il sottosistema in y e z della seconda e terza equazione4y + 2z = m+ n2y + 4z = n
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Mi concentro sulle prime tre equazioni. Alla terza sottraggo la prima
ottenendo 
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2y + 4z = n
(A)
Isolo il sottosistema in y e z della seconda e terza equazione4y + 2z = m+ n2y + 4z = n =⇒
4y + 2z = m+ n6z = n−m
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Mi concentro sulle prime tre equazioni. Alla terza sottraggo la prima
ottenendo 
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2y + 4z = n
(A)
Isolo il sottosistema in y e z della seconda e terza equazione4y + 2z = m+ n2y + 4z = n =⇒
4y + 2z = m+ n6z = n−m =⇒

y =
2m+ n
6
z =
n−m
6
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Sostituisco in (A) e trovo
x =
4m+ 5n
6
y =
2m+ n
6
z =
n−m
6
x+ y + z = 1
2x+ y + 3z = µ
(B)
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Sostituisco in (A) e trovo
x =
4m+ 5n
6
y =
2m+ n
6
z =
n−m
6
x+ y + z = 1
2x+ y + 3z = µ
(B)
Inserisco i valori di x, y, z in funzione di n e di m nelle ultime due
equazioni di (B) trovando il sistema
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
n−m
6
+
2m+ n
6
+
4m+ 5n
6
= 1
n−m
2
+
2m+ n
6
+
4m+ 5n
3
= µ
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
n−m
6
+
2m+ n
6
+
4m+ 5n
6
= 1
n−m
2
+
2m+ n
6
+
4m+ 5n
3
= µ
=⇒

5m+ 7n
6
= 1
7(m+ 2n)
6
= µ
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
n−m
6
+
2m+ n
6
+
4m+ 5n
6
= 1
n−m
2
+
2m+ n
6
+
4m+ 5n
3
= µ
=⇒

5m+ 7n
6
= 1
7(m+ 2n)
6
= µ
da cui m = 4− 2µn = 10µ
7
− 2
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
n−m
6
+
2m+ n
6
+
4m+ 5n
6
= 1
n−m
2
+
2m+ n
6
+
4m+ 5n
3
= µ
=⇒

5m+ 7n
6
= 1
7(m+ 2n)
6
= µ
da cui m = 4− 2µn = 10µ
7
− 2
a questo punto si torna alle prime tre equazioni di (B)
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
x =
4m+ 5n
6
y =
2m+ n
6
z =
n−m
6
m = 4− 2µ
n =
10µ
7
− 2
(B)
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
x =
4m+ 5n
6
y =
2m+ n
6
z =
n−m
6
m = 4− 2µ
n =
10µ
7
− 2
(B)
conclusione
x = 1− µ
7
, y = 1− 3µ
7
, z = −1 + 4µ
7
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Per trovare la curva di Markowitz si sostituisce il portafoglio ottimale
(che dipende dal rendimento atteso µ) nella funzione del rischio σ2
σ2µ = 2
(
1− 3µ
7
)2
+ 2
(
4µ
7
− 1
)(
1− 3µ
7
)
+
(
1− µ
7
)2
+ 3
(
4µ
7
− 1
)2
+ 2
(
1− µ
7
)(4µ
7
− 1
)
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Per trovare la curva di Markowitz si sostituisce il portafoglio ottimale
(che dipende dal rendimento atteso µ) nella funzione del rischio σ2
σ2µ = 2
(
1− 3µ
7
)2
+ 2
(
4µ
7
− 1
)(
1− 3µ
7
)
+
(
1− µ
7
)2
+ 3
(
4µ
7
− 1
)2
+ 2
(
1− µ
7
)(4µ
7
− 1
)
σ2µ =
5µ2
7
− 2µ+ 2
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Per trovare la curva di Markowitz si sostituisce il portafoglio ottimale
(che dipende dal rendimento atteso µ) nella funzione del rischio σ2
σ2µ = 2
(
1− 3µ
7
)2
+ 2
(
4µ
7
− 1
)(
1− 3µ
7
)
+
(
1− µ
7
)2
+ 3
(
4µ
7
− 1
)2
+ 2
(
1− µ
7
)(4µ
7
− 1
)
σ2µ =
5µ2
7
− 2µ+ 2
La frontiera efficiente ha quindi equazione
(σµ, µ) =
(√
5µ2
7
− 2µ+ 2, µ
)
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0
2
4
6
8
Figura 2: σ in ascissa µ in ordinata
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Teorema
Per ogni assegnato rendimento atteso µ il portafoglio di minimo rischio ha pesi dati
da
W =
det
(
µ M · C−1 ·Ot
1 O · C−1 ·Ot
)
M · C−1 + det
(
M · C−1 ·M t µ
O · C−1 ·M t 1
)
O · C−1
det
(
M · C−1 ·M t M · C−1 ·Ot
O · C−1 ·M t O · C−1 ·Ot
)
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Anche in questo caso i calcoli dell’esempio appena trattato possono
essere confermati applicando la formula
C−1 =

5
3
1
3 −23
1
3
2
3 −13
−23 −13 23
 M = (2 1 3)
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Anche in questo caso i calcoli dell’esempio appena trattato possono
essere confermati applicando la formula
C−1 =

5
3
1
3 −23
1
3
2
3 −13
−23 −13 23
 M = (2 1 3)
Quindi, svolgendo i calcoli
M ·C−1 ·Ot = 7
3
, O ·C−1 ·Ot = 5
3
, M ·C−1 ·M t = 14
3
, O ·C−1 ·M t = 7
3
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dunque
det
µ M · C−1 ·Ot
1 O · C−1 ·Ot
 = det
µ 73
1 53
 = 5µ
3
− 7
3
det
M · C−1 ·M t µ
O · C−1 ·M t 1
 = det
143 µ
7
3 1
 = 14
3
− 7µ
3
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Poi
M · C−1 = (5
3
,
1
3
,
1
3
), O · C−1(4
3
,
2
3
, −1
3
)
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Poi
M · C−1 = (5
3
,
1
3
,
1
3
), O · C−1(4
3
,
2
3
, −1
3
)
Possiamo calcolare il numeratore della frazione :
(
7− µ
3
,
7
3
− µ, 4µ− 7
3
)
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Poi
M · C−1 = (5
3
,
1
3
,
1
3
), O · C−1(4
3
,
2
3
, −1
3
)
Possiamo calcolare il numeratore della frazione :
(
7− µ
3
,
7
3
− µ, 4µ− 7
3
)
il denominatore vale 7/3 quindi i pesi del portafoglio di minimo rischio
sono dati da
(1− µ
7
, 1− 3µ
7
,
4µ
7
− 1)
in perfetto accordo con quanto precedentemente trovato.
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Esercizio Dimostrare che l’equazione della frontiera efficiente di un
portafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con valori attesi rispettivamente 2,
1 e 3, la cui matrice di covarianza e` C =

1 0 0
0 2 1
0 1 3

e` (σµ, µ) =
(√
1
11 (8µ
2 − 30µ+ 35), µ
)
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Esercizio Dimostrare che l’equazione della frontiera efficiente di un
portafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con valori attesi rispettivamente 2,
1 e 3, la cui matrice di covarianza e` C =

1 0 0
0 2 1
0 1 3

e` (σµ, µ) =
(√
1
11 (8µ
2 − 30µ+ 35), µ
)
L(x, y, z;m,n) = x2+2y2+2yz+3z2−m(x+y+z−1)−n(2x+y+3z−µ)
34/35 Pi?
22333ML232
Equazioni di punto critico
2x = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2y + 6z = m+ 3n
x+ y + z = 1
2x+ y + 3z = µ
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Equazioni di punto critico
2x = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2y + 6z = m+ 3n
x+ y + z = 1
2x+ y + 3z = µ
Soluzione
x =
µ+ 5
11
, y =
14− 6µ
11
, z =
5µ− 8
11
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Frontiera efficiente
σ2 = 2
(
14
11
− 6µ
11
)2
+ 2
(
5µ
11
− 8
11
)(
14
11
− 6µ
11
)
+ 3
(
5µ
11
− 8
11
)2
+
1
121
(µ+ 5)2
35/35 Pi?
22333ML232
Frontiera efficiente
σ2 = 2
(
14
11
− 6µ
11
)2
+ 2
(
5µ
11
− 8
11
)(
14
11
− 6µ
11
)
+ 3
(
5µ
11
− 8
11
)2
+
1
121
(µ+ 5)2
σ2 =
1
11
(
8µ2 − 30µ+ 35)
